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1. [mi~ i nazwisko 

AJicja Wolny-Dominiak 

2. Posiadane dyplomy i stopnie naukowe 

• Magister matematyki 0 specjalnosci: infonnatyczna 

Uniwersytet Slqski w Katowicach, Wydzial Matematyki 1996 

Promotor: Prof. dr hab. Maciej Sablik. 

• Doktor nauk. ekonomicznych w zakresie ekonomii, 

Akademia Ekonomiczna w Katowicach, Wydzial Ekonomii , 2002 

Tytul rozprawy: 

Melody statystycmej analizy poziomu rezerwy .flzkodOlvPj w.z(Jk/(u/zie 1.Ibezpieczel1 

Promotor: Prof. dr hab. Wlodzimierz Szkutnik 

Recenzenci: Prof. dr hab. Wanda Ronka-Clunielowiec. Prof. d.r hab. Jerzy Mika 

3.Informacje 0 dotycbczasowym zatrudnieniu w jednostkacb naukowych 

• W latach 1997-2000 bylam zatrudniona na stanowisku asystenta w Katedrze 

Ekot1ometrii na Wydziale Zarzqdzania Akadem.ii Ekouomiczl1ej w Kalowicaeh. 

• W latach 2000-2003 by tam zatrudniona na stanowisku asystenta w Katedrze 

Matematyki na Wydziale Zarz<ldzania Akademii Ekonomicznej w Katowicach. 

• W latach 2003~2005 bylam zatrudniona na stal10wisku adiunkta w Katedrze 

Matematyki na Wydziale Zarzq,dzania Akademii Ekonomicznej w Katowicach. 

• Od roku 2005 jestem zatrudniona na stanowisku adiunkta w Katedrze Metod 

Statystyczno-Matematycznych na Wydziale Ekonomii Ulliwersytetu Ekonomicznego 

w Katowicach (do roku 20 I 0 Akademii Ekonomicz.nej w Katowicach). 
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4. Wskazanie osi~gni~cia naukowego 

a) tytul osillgni'lcia naukowego 

lako osi,!goi<tcie naukowe w rozumieniu art. 16 usC 2 ustawy z dnia 14 marca 2003 0 stopniach 

naukowycb i tytule naukowym oraz 0 stopniach i tytule w zakresie sztuki (Dz. U. nr 65, poz. 

595 ze zm.) przedstawiam rnonografi<r pod tytutem: 

Taryfikacja w ubezpieczeniacIJ majqtkowych z wykorzystaniem modeli mieszanych 

b) 

Autor: Alicja Wolny-Dominiak 

Rok wydania: 2014 

Nazwa wyda\vnictwa: Wydawnictwo Uniwersyletu Ekonornicznego w Katowicacb 

Recenzent wydawrriczy: dr hab. Stanislaw Wanat 

Publikacja zostala dofmansowana ze srodk6w Narodowego Centrum Nauki w ramach projektu 

nrNN 111461540. 

c) omowienie celu naukowego ww. pracy j osi~gnj«tycb wynikow wraz Z omowieniem ich 

ewentualnego wykorzystania 

Celem gl6wnym monografii jest zastosowanie modeli mieszanych z efektami stalymi j 

losowymi w procesie taryfikacji (odpowiedniki uZywane wang. ratemaking. expirience 

pricing) istotnie rozszerzajqce stosowane obecrue przez ubezpieczycieli modele z efektarni 

stalymi. Podjyte w monografii zagadnienie dotyczy zatem taryfikacji w portfelu ubezpieczei1 

majqtkowych, dla kt6rego ubezpieczyciel dysponuje liczuym (masowym) zbiorem polis 

ubezpieczeniowycb oraz czas od momentu zajscia zdarzenia do momentu zgloszenia szkody 

jest na lyle kr6tki, ze maze bye pominjyty. Przy tych zalozeniach, rozpatrywany proces 

taryfikacji jest najczysciej stosowany w takich ubezpieczeniach jak ubezpieczenia 

komunikacyjne OC/ AC, ubezpieczenia nie.ruchomosci czy ube.zpieczenia turyslyczne. 

Wraz z rozwojem technilc komputerowych i bazodanowych, ubezpieczyciele odesz.li od 

stosowania metod detenninistycznych bazujqcych na procencie przecbodzqc do mod eli 

stochastycznych klasy GLM (generalized linear model), DZiyki specjalistycmemu 

oprogramowamu dedykowanemu do taryfikacji (np. Emblem), te popularne w wielu 

dziedzinach modele stall' siy powszechnie uZywane w codziennej praktyce zakJad6\.\' 

ubezpieczen. W literaturze z zakresu taryfikacji moma znaleic \\~ele rozszerzeit klasycznych 
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:nodeli GLM. kt6re uwzglydniaj~ r6Znorodne efekty \V)'stypujqce w portfelach 

ubezpieczeniowych. W monografii zaproponowano autorskie modyfikacje modeli GLM na 

potrzeby procesu taryfikacji. Dodatkowo zaproponowano \.vykorzystanie szeroko stosowanej 

w geoetyce klasy hierarchicznych modeli GLM (HGLM) pozwalajqcych doskonale 

rozwi,!zac pitre zidentyfikowanych problem6w wystypuj(!.Cych w ptocesie taryfikacji. Do 

poprawnego zrozumienia tych zagadnieil niezbydne jest zdefiniowarue trzech podstawowych 

pojyc: ryzyka, sHadki czystej (odpowiedniki uzywane wang. pure risk premium, risk premium, 

pure premium) oraz taryfikacji. 

Zdejiniowanie ryzyka i skladki czyslej 

W taryfikacji ryzyko utozsamiane jest z pojedynczq polisf) i defini1.~ie siy je jako zrnienn'l 

losow~ odpowiadajqc'l I~cznej waI10sci szk6d dJa tego ryzyka . lstoU! w dzialalnosci 

ubezpieczycielajest wyznaczenie skladki ryzyka dla pojedynczega ryzyka. Skladk~ t(j. definiuje 

sitr jako wartosc aC2ekiwan(j. l'1cznej wartosci szk6d. Oczywiscie ubezpieczyciel nie zna 

wartasci iej charakterystyki , a zatem wymaga ona szacowania. Obecnie do wyznaczenia 

warlosci skladki czystej stosuje siy modele starystyczne GLM pozwalajqce na estymacje,: 

wartosci oczekiwanej lqcznej wartosci szk6d dla pojedynczego ryzyka poprzez estymacj~ 

parametrow tych modeli. 

Zde./iniowanie taryfikac}i 

Modele GLM znajdujq tak szerokie zastosowanle w praktyce, poruewaz podstawowq 

wlasl1oscil! portfela ryzyk jest jego niejednorodnosc. Oznacza to, ze ryzyka generujq rowe 
h)czne wartosci szk6d. Powoduje ta, i2: przypisanic jednej skladki ryzyka kazdemu ryzyku rue 

jest sprawiedliwe. Praktyk" zaklad6w ubezpieczen jest wiyc przeprowadzanie taryfikacji 

definiowanej jako grupowanie portfela ryzyk na grupy, w kt6rych kaidemu ryzyku 

przypisuje silt jednakow~ sldadl{~ czyst~. Grupowanie to adbywa Sly na podstawie 

czynnik6w powodujq,cych niejednarodnosc portfela. 

Czynniki te dzieli siy na: 

• czynniki obserwowalne (w momencie zawierania umowy ubezpieczeniowej) - czynniki 

opisujqce osoby lIbezpieczajqc<} si<t. czynniki opisuj'}ce przedmiot ubezpieczerua oraz 

zmienna przestrzenna (w sensie regionu geograficznego), 

• czynniki nieobserwowalne - umiejytnosci kierowcy, bezpieczeilstwo dzielnicy, w kt6rej 

znajduje si~ nieruchomosc itp. 
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CZYlmiki obselwowalne dzici'l portfel na grupy l)'zyk (np. ryzyka podzielone pod wzglydem 

wieku ubezpieczaj<lcego siy W ubezpieczeniach komWlikacyjnych) . Czynniki nieobserwowalne 

dziel" silt nastypujqco: 

• czynniki rueobserwowalne, ktore moma sprowadzi6 do czynnik6w obserwowalnych w 

momencie zawierania umowy ubezpieczeniowej - region uzytkowania pojazdu 

(nieobserwowalny) -> region rejestracji pojazdu (obseIWowalny), 

• czynnik nieobselwowalny odpowiadajqcy przykJadowo wewnytrznym cechom osoby 

ubezpieczaj'lcej siy - czynnik indywidualny dla kaZdego ryzyka traktowany jako 

zmienna losowa 0 okrdlonym rozkladzie. 

Uwzglctdniajq.c czynniki ryzyka, proces taryfikacji jest przeprowadzany w dw6ch etapach 

determinowanych przez te czynniki: 

• taryfIkacja a priori - grupowanie portfela ryzyk na grupy ryzyk jednorodne pod 

wzglydem czynnik6w obseIWowalnych 1 wyznaczenie dla kaZdej grupy ryzyk 

jednakowej skladki ryzyIca a priori, 

• taryflkacja a posteriori - korekta sldadek a pliori uwzglydnjaj'l-ca indywiduablY czynnik 

nieobserwowalny. 

Problemy wyst~pujqce w procesie taryfikacji 

Proces taryfikacji jest ci(j.gle rozwijany zar6wno w literaiurze przedmiotu jak i w codziennej 

praktyce ubezpieczycieli. Wychodz(j.c od praktyki ubezpieczeniowej, a nast~pnie analizuj(}c 

problemy poruszane w opracowaniach naukowych zauwai:ylam istotne problemy zwi'lzane z 

wykorzyslywanymi modelaroi GLM. 

Problem 1. Zalozenie postaci rozldadu w modelu 

Modele GLM ograniczaj(j. siC( jedynje do rozklad6w pochodz(j.cych z dyspersyjnej rodziny 

rozIdad6w wykladniczych. CZysto modelowane zmienne losowe rue sperniaj'l lego zalozenia. 

np. rozldad liczby szk6d. 

Problem 2. Efekt nadrniernej liczby zer oraz efekt nadrniernej dyspersji 

Dla liczby szk6d zaklada silt klasyczrue rozklad Poissona. lednak w portfelach 

ubezpieczeruowycb wystl;puje zazwyczaj maczna liczba ryzyk , dla kt6rych nie \\!),st'lpila zacina 

szkoda. Powstaje wtedy efekL nadmiemej liczby zer. Dodatkowo efekt ten powoduje efekt 

nadmiemej dyspersj i. 

tJ 
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Problem 3. Zalozenie niezalemosci ryzyk w portfelu 

Oznacza to. iZ zak!ada siy niezaJeinosc pomiydzy znliennymi losowyrni (ryzykami). Zalozenie 

to deterrninuje kJasy modeJi, kt6rq mOZIl3 slosowac Vi procesie taryfikacji. W rzeczywistosci 

mozna zaobserwawac, it cZ'tsto zalozenie to rue jest w portfelu spclnione. 

Problem 4. Czynnik nieobserowalny i skladka a posteriori 

Czynniki njeobserwowalne pawoduj'l, najczysciej dodatkowy vnrost nadmiemej dyspersji. 

Zaldada siy wtedy rozkiad ujemny-dwtUnianowy, a jdli aba efekty \-vystypuj'l jednoczeSnie -

rozklad ZINB (ang. zero-inflated negative-binomial). Oznacza to, iz zmienna losowa 

reprezentuj~ca czynnik nieobserwowalny przyjmuje rozkfad Gamma. lednak przyjycie innego 

rozldadu dla czynnika moze dawac Jepsze wyniki . 

Problem 5. Wykorzystywanie zgromadzonych danych 

Przy obecnym :z,aawansowaniu systemow bazodanowych ubezpieczyciele ad lat gromadzq dUie 

ilosci da.nych, ktorych jednak. rue v.rykorzystujq. w peW w taryfikacji . Mozna zauwaZyc, ze 

portiele ubezpieczeniowe majq ra.czej charakter przekrojowo-czasowy a nie jedynie 

przekrojowy. KJiencl zaklad6w najcz~scjej odnawiajq swoje polisy w kolejnych 1 a tach. 

ZdefiniOJ..l'anie szczegolowych ce16w osiq.gnir;cia naukowego 

W oparciu 0 powyzsze spostrzezenia uzasadruone jest rozszerzenie modeIi GLM stosowanych 

w zakladach ubczpieczel1 oraz modyfikacj~ modeli mies7...anych proponowanych w literatl1rze 

problemu a rue wdrozonych jeszcze w praktyce. W zwiClzkll z powyzszym w monografii 

postawiono nastypuj<.)ce ce1e szczegolowe: 

eel pierwszy: zaproponowanie modyfikacji moddi GLM g16wn.ie pod wZglydem zalozel1 

odnosnie przyjmowanych rozldadow oraz kODstruk~ia stosowanych rozldad6w - dotyczy 

probJem6w 1-2. 

eel drugi: wprowadzenie efekt6w losmvych do mocleJi GLM i uzasadnienie przejscia od 

modeli GLM do rnodeli rnieszanych - dotyczy problemow 3-4. 

eel trzeci: zaproponowanie modeli mieszanych klasy I-IGLM oraz NLMM (ang. non~linear 

mixed model) do taryfik.acji uwzgJifdnia.i~c specyfiky j rozmiar gromadzollych danych -

dotyczy problemow 3-5. 

~ 
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Cel czwarty; opracowanie procedur estymacji w zaproponowanych modelach i perna ich 

implementacja w programie R pozwalaj'l,ca na bezposredniq apLikacjy przez ubezpieczyciela -

dotyczy problem6w 3-5. 

Monografia wskazana jako osi&gni~cie naukowe wychodzi na przeciw talc okreslonyrn celom. 

Zasadniczo powyzsze cele maji:j. charakter glovv'nie naukowy przyczyniajqc siy moim zdaniem 

do rozwoju modelowanja statystycznego w anaJizowanym obszarze. Jednak rezuHary majq 

bezposrednie przdozenie na praktyk~ ubezpieczycieli. Realizacja tych cel6w stanowi autorski 

wklad w rozw6j naukowy oraz praktyczny procesu taryfikacjj. 

Slruktura monografti 

Monografia sklada silt z 5 rozdzialow a jej struktura wynika bezposrednio z procedury 

przeprowadzania taryfikacjl. 

Rozdzial pierwszy przedstawia og61nCl koncepcjy Tozszerzenia obecnego podejscia modeli 

GLM w taryfikacji do stosowania modeli mieszanych. Aby to uzyskac opisane zostaly dwa 

zagadnienia poruszane w monografii: taryfikacja oraz wyznaczanie wartosci skladki czystej dla 

pojedynczego ryzyka. Uwagl( skupiono na zdefiniowaniu pojyc ubezpieczeniowych oraz 

odpowiadaj~cych Un pojyc statystycznych w celu ujednolicenia procesu taryfikacji 

praponowanego w pracy, gdyz w J iteraturze przedmiotu al1torzy stosuj'l rozll4 nomenJdatury. 

Szczeg61owo s(;harakleryzowaTIo pujltt.:it! ryzyka jako zmiennej losowej oraz pojycie wartosci 

skladki jako estymator wartosci oczekiwanej zmiennej loso\ovej. Przedstawiono dwa mozliwe 

podejscia w taryfikacji : 

• podejscie dwwnodelowe - stosuje siy model wal10sci szkody oraz model cZystosci 

szk6d, 

• podejscie jednomodelowe - stosuje siy model !<1cznej wartosci szk6d. 

W obu podejsciach opisano wykorzystywane w praktyce modele statystyczne poruszajqC 

nast~puj~ce zagadnienia: 

• czyrmiki ryzyka wystttpujqce w modelach oraz zwiqzane z tym etapy a pnon 1 a 

posteriori w taryfikacji, 

• 

• 
• 

niezalcmosc ryzyk w portfelu, 

charakterystyka danych, 

estymacja parametr6w modeli, 

• efekt nadmiemej dyspersji oraz nadmiemej liczby zero 



Ponadto podjyto temat celowosci zastosowarua !TIodeli mieszanych w procesie taryfikacji oraz 

rozwaZono problem danych wyst<tpuj(Jcych w portfelach ubezpieczeniovvych. 

T en fragment pracy mozna podsumowac wyodrybnieniem problem ow 1-5 opisanych 

powyzej. Pozwolilo to dalej na reaJizacj~ celow 1-4 poprzez zaproponowanie i 

skonstruowanie modeli aplikowalnych w taryfikacjj. 

1. Modele z efektami stalymi 

1.1. Nieli.nio\fvy model NLM (non-linea]' model) - ZIGP (zero-inflated generalised 

Poisson)/ZINB CZystosci szk6d z efektami stalymi U'vv:zgl~dnia:iC)cy jednoczesnie efekt 

nadmiemej liczby ryzyk bezszkodowych W pOlifely 

1.2. Model OLM-ZA 'vvartosci szkody z dodanymi ryzykarni bezszkodowymi 

1.3. Model GLM-CPOIS (compound Poisson) lClccznej wartosci szk6d rozszerzaj<}cy 

zl"ozony rozklad Tweedie (Poisson-Gamma) 0 modelowania ryzyk bezszkodowych 

2. Modele mieszane 

2.1. zalez.nosci vv)'s1ypuj<}ce dla klastrow (dane przekrojowe) 

2.1.1. Hierarchiczny suode! GLM (HOLM) w taryfikacji a priori 

2.1.2. Nieliniowy model mieszany NLMM-ZIGP - rozszerzenie mode]u z pkt. 1.1 

2.1.3. Model HGLM-ZA - rozszerzenie modelu z pkt. 1.2 

2.1.4. Model HGLM-CPOIS - rozszerzenie modelu z pkt. 1.3 

2.2. zaleznosci vvysh(puj(},ce W czasie (dane przekrojowe-czasowe) 

2.2.1. Hierarchiczny model GLM (HOLM) w taryftkacji a posteriori - uwzglydnienie 

indywidual.nego czynnika nieobserowwalnego mierzonego przy pomoey liczby 

szk6d w czasie 

Rozdzial drugi zawiera opis rozklad6w prawdopodobienstwa zmiennych losowycb maj,!cych 

zastosowanie w procesie taryfikacji zarowno w podejsciu dwumodelowym, jak i w podejsciu 

jednomodelowym. W pierwszej kolejnosci omowiono dyspersyjuC:J rodzin'r rozklad6w 

wytdadniczych (EDM) skupiaj~c siy na eksploatowan'l w praktyce podrodziny rozklad6w 

Tweedie. Dalej scharakteryzowano zaawansowane rozldady liczby szk6d, kt6re nie nalezll do 

rodziny EDM, ale uwzgJyduiajq efekty wystypuj~ce w danych wykorzystywanych w 

taryfikacji, opisane w rozdziale 1: 

• 

• 

efekt nadv{yZki. wartosci zerovvych - rozldad ZIP (zero-inflated Poisson), 

efekt nadmiemej dyspersji - rozldad NB, 
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• efekt nadwyili wartosci zerowych i efekt nadrniernej dyspersji - ZIGP, ZINB. 

Dodatkowo skonstruowano rozk~ad (ZA zero-adjustment) uwzglydniajqcy wartosci zerowe, 

maj'lcy zastosowanie w modelowaniu wartosci szk6d ella ryzyka, np. w przypadku gdy nie jest 

znana liczba szk6d. W ostatniej cze;sci om6wiono przypadek zlozonego rozkbdu Poissona 

I,!cznej wartosci szkod, ktory jest wykorzystywany w jednomode1owej taryfikacji. Przyjmuje 

si~ wtedy zalozerue rozkladu Gamma pojedynczej wartosci szkody uzyskujGjc przypadek 

rozkladu Tweedie dla ] <p<2 (ang. Tweedie compound Poisson disrribution) . 

W rozd.ziale 3 podj~to tematyk'f dotyczqCq samej metodologii zwi,!zanej z modelami 

mieszanym.i . Dane przehojowo-czasowe, dane 0 stmkturze klastrowej lub niekompletne 

generujq zaletnosci, ktore wplywaj,! bezposrednio na konstrukcje modelu. Zignorowanie tego 

faktu moze prowadzic do zafabzowanych wynikow. Doblyrrl rozwiqzaniemjest wykorzystarue 

modeli mieszanych, w miejsce modeli z efektami stalymi. Uwagy skupiono na modelach 

nieliniowych, gdyz de facto tylko taka kJasa modeli znajduje zastosowanie w poruszanych 

zagadnieniach ubezpieczeniowych. Populame modele liruowe rue Sq prawidlowe, chocia.zby ze 

wzgJtrdu na multiplikatywny charakter procesu talyfikacji. 

Przedstawiono W kolejnosci poszczeg6lne klasy modeJi, jcdynie te, ktore dalej 

zaproponowano do wykorzystania w taryfikacji. RozwaZania rozpoczyto od dobrze znanych 

modeli: 

1. Nielinjowy model z efektami stalymi (NLl\.1), 

2. Uogolniony modelliniowy z efektami stalymi (GLM), 

3. Uog61niony model liniowy z efektami stalymi i modelowanym parametrem dyspersji 

(DGLM). 

Scharakteryzowano k.r6tko najwamiejsze z punktu widzenia taIyfikacji dementy 

modelowania: macierz wariancji-kowariancji V dla ryzyk (por. wz6r (3.7)), funkcjy wi¥qc~ 

(link juncfion) , offset, modelowanie parametru dyspersji . Opisano krotko metody estymacji 

paramelrow modeli i om6wiono programistyczne mozliwosci estymacji w programie R. 

Dalej rozwazania kontynuowano podejmuj~c tema1yky modeli mieszanych. OmowiolJo 

nast'tPujqce modele: 

4. Nieliruowy model z efektami stalymi i losowymi (NLMM), 

5. Uog61niony modelliniowy z efektami sWymi i losowymi (GLMM), 

6. Hierarchiczny uogolniony mode1liniowy z efektami stalymi (HGLM). 

Rozwazania rozszerzono (w por6wnaniu z GLM) 0 wyznaczenie brzegowej wartosci 

oczekiwanej i waIiancji dla pojedynczego ryzyka oraz macierzy waliancji~kowariancji ~or. 
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wzory pocz~wszy od (3.41 ». Rozdzial konczy obszema cz/tsc dotyczl)ca metod estymacji 

parametr6w modelu mieszanego: og6lnej metody brzegowej wiarygodnosci oraz 

hierarchiczllego algoryt:mll IWSL Opisano rowniez problemy zwi'lZane z implementacjq. 

komputerowq metod W programie R oraz, w koniecznycb przypadkach, w prograrnie SAS. 

Rozdzial 4 poswiycono w calosci modelowaniu w procesie taryfikacji. Punktem wyjscia byta 

prezentacja obecnej praktyki ubezpieczeniowej i daJej wyznaczenie wzoru na skladky czyst'l. 

Przedstawiono w pierwszej kolejnosci dwumodelowe podejscie stosuj'lce modele GLM z 

efekta:mi stalymi: wartosci szkody oraz CZystosci szk6d. Rozwawnia zakonczono przykladem 

empirycznym, w kt6tytU estymowano parametry modeli: GLM~IG (inverse-Gaussian) - model 

wartosci szkody i GLM-POIS - model CZystosci szk6d . W obliczeniach wykorzystano 

rzeczywiste dane 7. polskiego rynku ubezpieczeniowego. 

Dalej podjyto tematyky uwzgl~dniania w taryfikacji ryzyk bezszkodowych (llie 

vvys14pila zadna szkoda) istotnie wptywajqcych na wartosc skladki czystej w grupach. W tym 

celu skonstruowano model cz~stosci szk6d NLM-ZIGP bifdqcy rozszerzeniem popularnego 

modelu ZIP uwzglcrdniajlj.cego efekt nacimiemej liczby wartosci zerowycb 0 parametr 

modelujqcy dyspersjlf. Model ten nie jest fonnalnie modelem GLM, dlatego tei: dodatkowo 

wyprowadzono funkcjy wiarygodnosci bydl}cq podstawq. do implementacji komputerowej 

modelu. Nastypnie podj<rto tematyky modelowania wartosci zerowych dla ryzyk 

bezszkodowych w tnodelu wartosci szkody, w ktorym zalozono skonstruowany w rozdziale 

2 rozklad ZA. Wyprowadzol1o wartosc oczekiwanq. oraz wariancj/t dla pojedynczego ryzyka. 

a nastypnie - postac funkcji wiarygodnosci. Ze wZOnJ (4.29) widac, ze estymacja parametr6w 

modeJu sprowadza siy do szacowania dw6ch modeli - dla czysci zerow~i i czysci ruezerowej. 

StC}d impJementacja komputerowa w R sprowadza siy do szacowania dw{)ch modeli OLM. Na 

koncu zaprezentowano skonstruowane modele na przykladzie empirycznym. 

W ostatniej czysci rozdzialu rozwaZono taryflkacjy jednomodelowq, w kt6rej 

skonstruowano model I'}cz.nej wartosci szkody w dwocb przypadkach. Pierwszym przypadkiem 

jest model GLM wykorzystuj,!cy rozklad Tweedie jako przypadek zlozonego rozkladu 

Poissona (Poisson-Gamma), natomiast w drugim - model. w ktt'irym dodano nadwyzk'r 

wartosci zerowych (ryzyk bezszkodowych) do rozkJadu Poissona. Zdefmiowano sktadky czysU! 

oraz przedstawiono dzialanie modelu na przykladzie wskazuj'!c na mozliwosci praktycznego 

wdrozerua tego modelu. 

16 
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W rozdzialc 5 wprowadzono modele mleszane jako rozszerzerue roodeli GLM. Istot.} 

stosowania tycb modeli jest uwzglydnienie efekt6w wystypuj~cego w porlfelach ryzyk, jakim 

s~ r6znego rodzaju zaldnosci. Zaioienie niezaleznosci ryzyk okresla siy W 1ire1"aturze tnianem 

zalozenia fundamentalnego w taryflkacji a priori jednak w praktyce latwo znalezc sytuacje, w 

kt6rych ryL)'ka bydq zalezne (zob. opis i rysunki W roz. 1). Moma powiedziec wtedy, ze portfel 

ryzyk rna struktury klastrowq, gdzie wewnCltrz klastra ryzyka Sq zaleme. Przyktadowym 

klastrem jest zbi6r ryzyk, ktoryrn przypisano ten sam region geograficzny. Jednym z uarzydzi 

sluz4cycb do 1tI0deJowania tych zaleznoSci S<\ modele mieszanc. W monografLi 

zapropooowaoo zastosowanie modeJj mieszanych dla portfeli 0 strukturze klastrowej, 

wprowadzajqc efekty losowe do modeli z efektami sta!ymi. W tabeli I zawarto charakterystyky 

efektow losowycb w kontekscie taryflkacji. 

Tabela 1. Charakterystyka losowego czyrulika ryzyka w taryfikacji 

Przypadek Charakterystyka losowego PrzykJad 
czynnika ryzyka 

TafJ:l; kacja 
a priori 
P.rzypadek Lasowy cz)'l1illk ryzyka Obszar geograficzny - ryzyka, kt6rym jest 
I uwzglydnjajqcy zaleZnosci w przypisany teu sam obszar s'l zaleZne, a w 

grupach danych wedrug przeci wnym przypadku s,! niezalei.ne 
kategorii zmiennej 

Przypadek Czynnik losowy uwzglctdniaj'lcy W portfelu znajduje sitr ryzyko (lub wi~cej 
2 zalemosci w grupach danych ryzyk) , dla ktorego wystqpila wiycej nit 

weulug polis w portfelu jedna szkoda i w danych zarejcstrowano 
kilka pojedynczych szk6d dla jednego 
ryzyka 

Przypadek Czynnik losowy to czas W portfelu, kt01Y rna charakter 
3 (kategorie to przekrojowo-czasowy grupa skJada si~ z 

okresy trwania poEsy dla pojedynczego ryzyka w kolejnych 
ryzyka) okresacb 

Przypadek Losowy czynnik ryzyka, dla Marka pojazdu - w danych nie rejestruje 
4 kt6rego obserwuje siC( jedynje Sly wszysrkich mozLiwych marek 

cz~s6 kategorii samochod6w, zmlenna posiada bardzo 
wiele (kilka tysi((cy) poziom6w 

Taryfikacja 
a posteriori 

Czynnik losowy to identyfikator Szacuje siy liczby szk6d dla pojedyuczego 
ryzyka w danych przekrojowo- ryzyka w kolejnym okresie na podstawje 
czasowych historii szkodowosci, co sluzy pomiarowi 

, czynnika njeobserwowaloego, np. 

I skJonJ1osci kierowcy do szybkiej jazdy 



lstotnym problemem w wykorzystywaniu modeli mieszanych jest estymacja 

parametrow. Dla klasycznych modeli taryflk.acyjnych GLM bezposredn.ie zastosowanie 

znajduje metoda najwiykszej wiarygodnosci. Jednak w sytuacji, gdy konstruuje siy model 

mieszany nie mozna wskazac jednoznacznie metody estymacji . W literaturze przcdmiotu 

zaproponowano wiele rMnorodnych metod, zarowno wpodejsciu klasycznymjalc i w podejsciu 

bayesowskim. SpecyfIka zagadnienia taryfikacji, jak rowniez obecna praktyka zaklad6w 

ubezpieczen stosuj'}cych modele GLM sklarua do tego, aby w przypadku portfeli 0 

strukturzc klastrowej stosowac modele HGLM ·wykorzystu.i~c w estymacji rozszerzonq 

wiarygodnosc (ang. extended likelihood) . Ponadto model HGLM pozwala na modelowanie 

nieobserwowalnych czynnik6w ryzyka istotnych np. w modelach wiarygodnosci. Niniejsza 

praca proponujc nowatorskie i tw6rczc zastosowanie modelu HOLM w tary6.kacji. 

W pierwszej cz<tsci rozdziatu skonstruowano model HOLM dla portfeli 0 strukturze klastrowej 

przy zalozeniu rozkladu Tweedie. W zalemosci od wartosci parametru p moze on sl:uZyc do 

modelowania liczby szk6d, srednie.i wartosc i szkody czy !qcznej wartosci szkody dla 

pojedynczego ryzyka: 

• 

• 

p= 1 - model HGLM z warunkowym roz!dadem Poissona - mieszany model cZystosci 

szk6d dla ryzyka maj~cy zastosowanie w dwumodelowej tarytikacji a priori, 

l <p<2 - model HGLM Z warunkowym rozkladem Tweedie (w sensie z·1ozonego 

rozkladu Poissona) - mieszany model l~cznej wartosci szk6d dLa ryzyka majqcy 

zastosowanie w jeclnomodelowej taryfikacji a priori, 

• p=2 - model HGLM z warunkowym rozkJadem gamma - mieszany model wartosci 

• 

szkody dia ryzyka majqcy zastosowanie w dwumodelowej taryfikacji a priori, 

p=3 - model HGLM z warunkowym rozldadem odwr6conym-nonnalnym - mieszany 

model wartoscl szkody dla ryzyka majf}cy zastosowanie w dwumodelowej taryfikacji a 

pnon. 

Ponadto przedstawiono model GLMM-Tweedje zaczerpniyty z literalury przedllliotu, jednak 

rozpatrywany jako specyficzny przypadek modelu HGLM. 

W dalszej cZysci skonstruowano modele cz<ystosci szk6d NLMM-ZfGP oraz wartoSci 

szkody HGLM~ZA z uwzglydnieniem nadwyzki ryzyk bezszkodowych wykorzystujqc 

analogiczne modele z efektami stalymi omayviane w rozd.ziale 4 . Za.irnplementowan~ metody 

estymacji modelu NLMM w programie SAS. Dalej rozwaZono model mieszany HGLM­

CPOIS do taryfikacjijednomodelowej wraz z implementacjq w programie R. 

(U 
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Istotnq czt;sci~ taryfikacj i jest wyznaczenie skladki czystej rozumianej jako pewna 

wartosc oczekiwana. Dlatego tez dJa kaidcgo proponowanego modelu mieszanego 

wyprowadzono: wartosC oczek:iwan~ warunkowq. oraz warlos6 oczek.iwamt brzegowq, dla 

ryzykajak r6wnie.z macierz wari an cj i-kowariancj i obrazujqc'l zalezllosci wystltPuj'lce portfetu. 

SzczegOtowe obllczenia dla r6:znych przypadk6w zawarto w Dodatku. 

W ostatniej cz<;sci rozdzialu skupiono siy na eksploarowanym w aktuariacie 

zHgadnieniu zwhlzanemu z teori::t wiarygodnosci,jakimjest taryfikacja a posteriori j skladka 

a posteriori. Jak wspomniano w rozdziale 1, na wartosc sldadki czystej dJa pojedynczego 

ryzyka, poza czyruukam.i obserwowalnymi, wplywa takze indywidualny czynnik 

nieobserwowalny. Przykladem jest ubezpieczenie komunikacyjne, w kt6rym czynnik 

nieobserwowab1Y jest uto:zsamiany z indywidualnymi cechami kierowcy (osoby 

ubezpieczaj'l-cej silt) wplywajqcynll na szkodowosc danego ryzyka. Jako, It czyJIDik ten jest 

nieobserwowalny, jest traktowany jako realizacja zmiennej losowej 0 z gory zadanym 

rozkladzie prawdopodobienstwa. Tradycyjnie w taryfikacji il.1dywidualny czynnik 

lueobserowalny jest uwzglydniany w modelowaniu liczby szk6d. Na wstypnie rozwazono 

szeroko omawiane w li1era1urze zagadnienie mieszaniny Poisson rozkJad6w (ang. mixed 

Poisson) pozwalajC).cej na uwzglydnienie czynnika nieobserwowalnego w portfelu z danymi 

przekrojowymi. Wychodz~c od tego podejscia zaproponowano modele HGLM i NUvIM 

bazuj'l-ce na danych przekrojowo-czasowych. W modelach tych indywidualny czynnik 

nieobserwowalny jest mierzony poprzez obserwacj<;: liczby szk6d w kolejnych okresach 

trwania polisy. ZauwaZono, ze modele te moma potraktowac jako pewien specyficzny 

przypadek modelu mieszanego dla danych 0 strukturze ktastrowej (par. Tab. 5.1). Podobnie jak 

wyzej rozpatrywano efekty ZI oraz nadmiernej dyspersji dla liczby szk6d przechodzqc do 

rozkladu ZlP/ZIGP. Podobnie jak w przypadku modeli wczesniejszych, wyprowadzono W20ry 

na brzegow~ wartosc oczekiwanq, wariancjt; oraz kowariancj~ I)'zyk. Wskazano metod<r 

estymacji parametr6w modelu oraz sposob implementacji komputerowej modelu w programie 

R lub w przypadku, gdy nie by to to mozliwe, w programie SAS. Wyznaczono sldadk<r czystCj. 

w podejsciu dwumodelowym oraz jednomodelowym. W celu zobrazowania dzialania modeli 

pokazano przyklady empiryczne na rzeczywistych danych. 

Dodatek A - wyprowadzeoia 

Zawiera wyprowadzenia wzorow oraz uwagi techniczne. 



Dodatek B - opis portfeli ubezpieczeniowych 

W przykladach vv'ykorzystano dwa portfele polis pochodz~ce z polskiego rynku 

ubezpieczeniowego, oznaczane jednoJicie w calej pracy jako danePL oraz danePLpanel. 

Jeden pOltfel zawiera dane w uktadzie przelaojowym, natomjast drugi dane w ukladzie 

przekrojowo-czasowym. Dodatek zawiera szczeg61m.vy opis danych. 

Kod programu R dostypny na strome internetowej ht1p:l/web Ile.J.-ato,wice.pl /\\·oalil w celu 

lepszego zrozumienia konstmowanych modeli oraz popularyzacjy uzyskanych wynik6w. 

W estymacji parametT6w wiykszosci rnodel.i zastosowano program komputerowy R. 

Wyj~tkielTl jest modelldasy NLMM z zalozeniem rozldadu ZIGP, dla kt6rego wykorzystano 

program SAS. W wiykszosci przypadk6w zostaly uzyte funkcje z roznorodnych pakiet6w 

programu K jednak pewne nowe zastosowania wymagaly przeprowadzenia implementacji 

kompu1erowej metody estymacji opartej ua h.-wiarygodnosci (por. Lee and Nelder, 2006, str. 

\80-220). 

Uzyskane rezultaty 

W monografii zrealizowa!am postawione cele 1-4 a co za tym idzie w dUZym stopniu 

rozwi~zaJam zidentyfikowane problemy 1-5 . Poza g16wnymi celami~ w pracy podjylam wiele 

mniejszych zagadnien , ktore wyniknyty w trakcie prac zar6wno merytorycmych jak rowniez 

progcamistycznych. Podsumowujq.c, jako najwaZniejsze rezultaty uzyskane w monografii oraz 

stanowi.:tce m6j wklad w rozw6j nauk ekonomicznych w dyscyplinie fmanse wskazuj<r: 

~ propozycjt( wykorzystania modeli mieszanych IN procesie taryft.kacji i szacowaniu 

skladkl czystej w ubezpieczeniach niezyeiowych wraz z obszemym uzasadnieniem. 

y konstrukcj~ modeli klasy HOLM oraz NLMM i opracowanie metod estymacji 

parametr6w dla portfeli a strukturze klastrow~j, 

;. konstrukcj<r modeli klasy HGLM oraz NLMM opracowanie metod estymacj i 

parametrow z uwzglydnieniem indywiduaJnego nieobserwowalnego czynnika ryzyka , 

> implementacjy komputerow'l powyzszych metod estymacji oraz opracowame 

przykbd6w empirycznych dzialania skonstruowanych modeli dla porrfeli 

ubezpieczeniowych pochodzt}-cych od ubezpieczyciela dzialajt}-cego na rynku polskim, 

., hczne wyprowadzenia analityczne na potrzeby wyznaczania skladki czystej takie jak 

postac rozktadu ZA ezy odpowiednie charakterystyki zmiennej losowej , 

)- systematyzaejy procesu taryfikacji w oparciu 0: 

I~ 
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o rozwiq.zania stosowane w zaktadach ubezpieczeri, 

o wlasne propozycjc odnosnie zdefiniowanych problemow t-5, 

o literacUl"y swialow~ z wielu tlziedzin nauki, w ktolych obserwowane S,! podobne 

zjawiska (np. modelowanie zalewosci). 

CZysc rezultatow pracy nad monografiq zawarbm w pakiecie programu R zaakceptowanym .i 

umieszczonym w repozytodum CRAN pod naZWq {insuranceData} (por. hlLps://cr:lI1.f..: 

proje 'f.org/pal'kage=insumnceDala). Pakie[ zawiera zbi6r portfeli ubezpieczeniowych 

analizowanych w monografii oraz p0l1fele udostypnione przez autor6w w innych pracach z 

obszaru t.aryfikacji. DZiyki temu rezultaty znajdujq bezposredni'l aplikacjt( w praktyce 

ubezpieczeniowej, jako rozwiniycie modeli stosowanych obecnie. 

5. Ornowienie pozostalych osi~gnit;c naukowo - badawczych 

W trakcie studiow matematycznych zacz((lam interesowac si(( nowatorskimi w latach 

dziewiycdziesiqtych romorodnymi zagadnieniami z zakresu metod aktuarialnycb. Byd'lc 

sruchaczem Letruej Szkoly Nauk Aktuarialnych przy WNE Uniwersytetu Warszawskiego 

poznruam podstawy ubezpieczen Zyciowych, ubezpieczen nieZyciowych oraz matematyki 

finansowej. Szczeg61ne moje zainteresowanie wzbudzilo zagadnienie z dziedziny finansow 

ubezpieczycieJi, jakim Sq rezerwy techniczno-ubezpieczeniowe. W efekcie zg!ybiania mojej 

wiedzy moj'l uwag<; skierowalam na problem wyznaczania tzw. rezerwy szkodowej. W 

literaturze przedmiotu zaproponowano wiele metod stalystycznycb pozwalajqcych na 

szacowanie jcj poziomu, jednak z praktycznego punktu widzenia nieznana jest "optymalna" 

metoda, ktor,! m6glby stosowac ubezpieczyciel. Zatem po zatrudnieniu siy na Akademii 

Ekonomicznej w Katowicach rozpocz~am pracy nad doktoratem 0 tcj tematyce uwzglttdniajq.c 

istotny wplyw pozlomu tej rezerwy na gospodark'( finansow~ zakladu ubezpieczen. W 

trakcie tnvania moich bada6 opracowruam pewien model wielokryteriatny pozwalajq.cy na 

wybor wartosci rezelWY szkodowej z przedzialu wyznaczonego na podstawie estymatorow 

rezerwy otrzymywanych roznymi metodami statystycznymi. Ostateczn'l decyzjy 0 wartosci 

rezerwy szkodowej decydent podejmowal W oparciu 0 system wskazru.k6w finansowych 

zakJadow ubezpieczeril. Wyniki moich badrui znalazly uznanie i wziylam udzial w grancie pC 

1 W okresie moich prac nad modclem wyznaczania rezerwy szkodowej po[ska wyldadnia prawna pozwalrua 

zaJdadom ubezpieczen 11a stosowanie jedynie jednej okreSlonej metody kalkulacji rezen-vy szkodowej (np_ 

deterru inistyczni e). Obecnie jednak, VI viynilcu uregulowan Solvency 1/, stosuje si't! zasad~ Best Esfimale. kt.6rej 

idea bazuje na wyborze najlepszcgo estymatora rezerwy. /\ ) 
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"Metody wielolayterialne l1a polskim rynku tinansowym" finansowanym przez Ministerstwo 

Naukl i Szkolnictwa Wyzszego w latach 2002-2005. 

Po doktoracie moj(}. uwag~ zwr6cil kolejny problem z dziedziny fmans6w 

ubezpieczycieli, jakim jest wyznaczanie skladki dla pojedynczego ryzyka. Badania 

zawtrzHam do problemu szacowania (w sensie statystycznym) skl.adki czystej dla pojedyoczego 

ryzyka w masowym portfelu ubezpieczen niezyciowych oraz zwiqzanego z tym bezposrednio 

procesu taryfikacji. Dlatego teL: moje prace pod~ly zjednej strony w kierunku analizy procesu 

taryfikacji, a z drugiej strony w kierunku zaawansowanego modelowania statystycznego 

og6lnie (nie jedynie w zakresie tarytikacji). W wyniku analiz zauwaZylam, iz wiele innych 

modeli, nit tylko stosowanych w praktyce modeli GLM, moze bye uZyiecznych w tym 

zagadnieniu oraz. ze CZ'lSC tych modeli znajduje zastosowanie w szacowaniu rezerwy 

szkodowej. Moje propozycje zwiqzane z modelowaniem zalemosci i wykorzystaniem modeli 

mieszanych klasy HGLM w tarytikacji zyskaJy pozytywnie przyjcyte przez ekspertow i 

uzyskalam na rozw6j tej tematyki indywidualny projcl'.t badawczy pt. ,,Proces kalkulacji stop 

taryf z zastosowaniem hierarchicznych uog6inionych modeli liniowych w zakladach 

ubezpieczeiJ. maj~tkowych" finansowany przez Narodmve Cent11lm Nauki w Jatach 2011-2014. 

Rezultaty motch badan w tym lemacie zawar!am w monografii wskazanej jako osi(}.gni~cie 

naukowe. Ponadto w trakcie moich, wcj~ trwajq.cych, prac badawczych po doktoracie powsta1 

szereg artyku16w, kt6re mozna sk.lasyfikowac wedrug kryterillll poruszancJ tematyki 

ubezpieczcniowej oraz modelowania statystycznego. Ponizsze zestawienie zawiera 

na.iwamiejsze pozycje. 

1. Zagadnierua zwiq,zane z taryfikacj~ oraz szacowaniero skladki czystej: 

1.1 . modelowanie zaleznosci pomiydzy liczbl} szk6d a sredniq wartosci(} szkody dla ryzyka 

z 'i-vykorzystaniem dwuwumiarowej kopuli, mode!owanje zaJezoosci pomittdzy LOB­

ami (line-ol-husiness) z wykorzystaniem kopuh, symulacyjne wyznaczanie skladki 

czystej, symulacyjne wyznaczanie skladki kwantylowej 

• Wo)ny-DOOliJliak A. (2016) The copula-based total claim amount regression model with an 
unobserved risk factor, Przeglqd Starystyczny LXlU (3),309-327. 

• Wolny-Domuliak A. Wanat S. (2016) Taryfikacja a priori z wykorzystalliem kopuli, Prace 
Naukowe Uniwersylefu Ekol1omicznego we Wroclawiu 415, 258-265. 

• Wolny-Dominiak A. Wanat S. (2015) Total claims amount model using longitudinal data, 
Proceeding.~ o/the 10th Actuarial Science in Theory and In Practice conference, University 
of Economics in Bratislava, 191-200. 

1.2. regresja kwantylowa w taryfikacji 
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• Wolny-Dominiak A. Trzpiot G. (2013) GLM and quantile regression models in a priori 
ratemaking, lnsurcrn.ce Review 4,50-57. 

• Wolny-Domin iak A. and Studnik J. (2013). Estimation of clillm counts quantiIes, 
Proceedings of the 7th Professor Aleksander Zelias International Conference 011 Modelling 
and Forecasting of Socio-Economic Phenomena, Foundation of the Cracow University of 
Ecollomics, 206-214 . 

1.3. efekty ZI, ZA w modelach nieliniowych z efeklami stalymj 

• Wolny-Dominiak A. (2013) Zero-inflated claim count nlOdeling and testing - a case study, 
Ekonome tria I (39), 144-151. 

• Wolny-Dominiak, A. (2013) A Score Test for Zero-adjusted Effect in Claim Severity 
Modeli.og, Proceedings of the 2811

• international Workshop on Statistical Modelling, 
Springer volume 2, Universjta di Palenno , 819-822. 

1.4. estymacja modelu mieszanego Poissona metod,! EM (Expectation-Maximization) 

• Trztrsiok M. Wolny-Domin.iak A. (2015) Zlozony mieszany rozktad Poissona -
zastosowauia ubezpieczeniowe, Studia Ekonomiczne 227/15, 85-95. 

• Wolny-Dominiak A. Trzysiok M. (2016). MixedPoisson: Mixed Poisson Models. R 
package version 2.0. bttps://CRAN.R~projeet.orgipackage=MjxedPoisson. 

1.5. modeJowanie w taryftkacji 

• Wolny-Dom.iniak A. (2014) lednomodelowa taJyfikacja a priori w kr6tkoterminowych 
ubezpieczeniach maj~tkowych, Ekonometria 46, 34-42. 

• Wolny-Dominiak A. (2013) Modeling claim se:verity via h-likelihood, Proceedings ~f 3 t h 

International Conference Mathematical Methods in Economics, College of Polytechnics 
Jihlava, Czech Republic, 1028-1035. 
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TheOlY and Practice, Resecu-ch Papers of Wi'oclaw University of Ecunomics 207, 229-238. 
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2. Zagadnienia zw1'lzane z szacowanie rezerwy szkodowej 
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Conference in FinclJ'lce , Wroclaw, Series: Springer Proceedings in BusiJleSS and Economics, 
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• Wo]ny~Dominiak A. (2014) Loss reserving using growth curve modeling, Prace 
Naukowe Uniwersytetu Ekonomicznego we Wrochrwiu 342, "Ubezpieczenia wobec 
wyzwan XXI wieku", red. Wanda Ronka~Chmjelowiec, 331-338. 

• Wolny-Dominialc A. (2014) Zmodyftkowana regresja logaJytmiczno~nonnalna w 
szacowaniu rezerwy szkodowej, S/udia Ekonomiczne 181, 220-234. 

3. Zagadnienia zwiqzarue z rozwiqzaniami illformatycznymi w programie R 

3.1 . pakiet {MixedPoisson} (por. hltps:! cran .l'-p,(} jeCLOl'glpal:kage=M i"edPoisson) 

zawiera funkcje sluzC}ce do estymacji parametrow mieszanego modelu Poissona za pomoclj 

metody EM wykorzystujCjc calkowan.ie numeryczne kwadraturq Gaussa-Laguerra 

3.2. zastosowania prograrnu komputerowego R w analizach przestrzennych. 

Podsumowuj~c, poza monograti<} wskazan~ W osi<}gnit;ciu nauko\vym. do swojego dorobku 

po uzyskaniu stopnia doktora zaliczam w szczcg61nosci: 

• samodzielne autorst wo w ponad 21 artykulach w czasopismach oraz 6 rozdzia!ow w 

monografiach i materiatach konferencyjnych. 

• wspoJautorstwo 10 artykuJ6w w czasopismach oraz 7 rozdzia16w w materialach 

konferencyjnych, w ktorych by tarn wiodctcym autorem pod \"izglydem koncepcyjnym 

jak r6wruez edycyjnym, 

• wspotautorstwo 2 pakiet6w statystycznych programu komputerowego R, w kt6rych 

bybm wiod'lcym autorem pod wzgl~dem koncepcyjnym, meJytorycznym. teclmicznym 

i edycyjnym. 

Ponadto realizowalam po doktoracie: 

• 

• 

• 

10 pod1ematow w ramach badan statutowych 

4 tematy w ramach badan wlasnych 

dwa granty naukowe: jako kierownik grantu (jed en), wykonawca (jeden) 

Brahm lldzial jako referent w 20 konferencjach miydzynarodowych (referaty gl6wnie w jyzyku 

angielskim) oraz 20 og61nokrajowych (referaty w jyzyku polskim). 


