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4. Wskazanie osiggniecia naukowego
a) tytul osiggniecia naukowego
Jako osiggniecie naukowe w rozumuensu art. 16 ust. 2 ustawy z duia 14 marca 2003 o stopniach
naukowych 1 tytule naukowym oraz o stopniach 1 tytule w zakresie sztuki (Dz. U. nr 65, poz.
595 ze zm.) przedstawiam monografie pod tytutem:

Taryfikacja w ubezpieczeniach majgtkowych 7 wykorzystaniem modeli mieszanych
b)
Autor: Alicja Wolny-Dominiak
Rok wydania: 2014
Nazwa wydawnictwa: Wydawnictwo Uniwersyletu Ekonomicznego w Katowicach

Recenzent wydawniczy: dr hab. Stanistaw Wanat

Publikacja zostata dofinansowana ze srodkow Narodowego Centrum Nauki w ramach projektu

' NN 111461540.

¢) omodwienie celu naukowego ww. pracy i osiggni¢tych wynikdw wraz z oméwieniew ich

ewentualnego wykorzystania

Celem gléwnym monografit jest zastosowanie modeli mieszanych z efektami statymi i
losowymi w procesie taryfikacji {(odpowiedniki uzywane w ang. ratemaking, expirience
pricing) istotnie rozszerzajgce stosowane obecnie przez ubezpieczycieli modele z efektami
stalymi. Podjete w monografii zagadnienie dotyczy zatem taryfikacji w portfelu ubezpieczei
majgtkowych, dla ktdérego ubezpieczyciel dysponuje liczaym (masowym) zbiotem polis
ubezpieczeniowych oraz czas od momentu zajscia zdarzenia do momentu zgioszenia szkody
jest na tyle krotki, ze moze byé pominicty. Przy tych zalozeniach, rozpatrywany proces
taryfikacji jest najczgseie] stosowany w takich ubezpieczeniach jak ubezpieczenia
komunikacyjne OC/AC, ubezpieczenia nieruchomosci czy ubezpieczenia turystyczne.

Wraz z rozwojem technik komputerowych 1 bazodanowych, ubezpieczyciele odeszli od
stosowania metod deterministycznych bazujacych na procencie przechodzae do modeli
stochastycznych klasy GLM (generalized [inear model). Dzigki specjalistycznemu
oprogramowaniu dedykowanemu do taryfikacji (np. Emblem), te popularne w wielu
dziedzinach modele staly si¢ powszechnie uzywane w codziennej praktyce zakladéw

ubezpieczen. W literaturze z zakresu taryfikacji mozna znalez¢ wiele rozszerzen klasycznych

] Al
S

A
2




-podeli GLM. ktére uwzgledniaja rdéznorodne efekty wystepujace w  portfelach
ubezpieczeniowycl. W monografii zaproponowano autorskie modyfikacje modelh GLM na
potrzeby procesu tarvfikacji. Dodatkowo zapropobowano wykorzystanie szeroko stosowane;j
w gevetyce klasy hierarchicznych moedeli GLM (HGLM) pozwalajgcych doskonale
rozwigza¢ pigé zidentyfikowanych problemdw wystepujacych w procesie taryfikacji. Do
poprawnego zrozumiema tych zagadnien niezbgdne jest zdefintowanie rzech podstawowych
pojec: ryzyka, skladki czysie) (odpowiedniki wzywane w ang. pure risk premium, risk premium.

pure premiunt) oraz taryfikacji.

Zdefimowanie ryzyka i skladki czysiej

W taryfikacji ryzyko utozsamiane jest z pojedyncza polisg i definiuje sie je jako zmienng
losowa odpowiadajgca lgczne) wartosci szkod dla tego ryzyka. lstota w dziatalnoscl
ubezpieczycieta jest wyznaczenie skladki ryzyvka dla pojedynczego ryzyka. Sktadke ta definiuje
sie jako warto$é oczekiwang lacznej wartosci szkéd. Oczywiscie ubezpieczyciel nie zna
wartodel lej charakterystyld, a zatem wymaga ona szacowama. Obecnie do wyznaczenia
warlod§o) skladki czyste] stosuje sie modele starystyczme GLM pozwalajgce na estymacje
warlosci oczekiwane) lgczne; wartascr szkod dla pojedynczego ryzyka poprzez estymacje

parametrow tych modeli.

Zdefiniowanie raryfikacyi

Modele GLM znajdu)g tak szerokie zastosowanie w praktyce. popiewaz podstawowy
wlasnoscig portfela ryzyk jest jego miejedunorodnosé. Ounacza (o, 2¢ ryzyka generujg rézne
Jgczne wartosei szhod. Powoduje (o, iz przypisame jedne) skiadki ryzyka kazdemu ryzyku nie
Jest sprawiedliwe. Prakiyka zakladow ubezpieczen jest wigc przeprowadzanie taryfikacji
definfowanej jako grupowanie portfele ryzyk na grupy, w ktérych kazdemu ryzyko
przypisuje si¢ jednakowsa skladke czysta. Grupowanie to odbywa si¢ na podstawie
czynmkow powodujgcych niejednorodnodé portfela.

Czynniki te dzieli sig na:

s czynniki obserwowalne (w momencie zawierania umowy abezpieczeniowej) - czynniki
opisujgce osobe ubezpieczajgcg sie. czynniki opisujace przedmiot ubezpieczenia oraz
zmienna przestrzenna (w sensie regionu geograficznego),

a  czynniki nieohserwowalne - umejetnoses kierowcey, bezpieczenstwo dzielnicy, w ktére;
znajduje si¢ nieruchomosé itp.
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Czynniki obserwowalne dziela portfel na grupy ryzyk (np. tyzyka podzielone pod wzglgdem
wieku ubezpieczajgcego si¢ w ubezpreczeniach komunmkacyjnveh). Czynniki nieobserwowalne
dzielg sie nastepujgeo:

s czynniki nieobserwowalne, ktore mozna sprowadzic do czynnikéw obserwowalnych w
monencie zawleramia umowy ubezpieczeniowe] - region uZzytkowania pojazdu
(nieobserwowalny) -> region rejestracji pojazdu (obserwowalny),

= czynnik nieobserwowalny odpowtiadajgcy przylkdadowo wewnetrznym cechom osoby
ubezpieczajace; sie - czynnik indywidualny dla kazdego ryzyka tralktowany jako
zimienna losowa o okredlonym rozkladzie.

Uwzgledniajac czynniki ryzyka, proces taryfikacji jest przeprowadzany w dwéch etapach
determinowanych przez te czymniki:

s taryfikacja a prioti - grupowanie portfela ryzyk na grupy ryzyk jednorodne pod
wzgledem czynnikdéw obserwowalaych 1 wyznaczenie dla kazdej grupy ryzyk
jednakowe) sktadki ryzyka a prion.

» taryfikacja a posteriori - korekta sktadek a priori nwzgledniajaca imdywidualny czynnik

nicobserwowalny.

Problemy wystepujgce w procesie taryfikacji

Proces taryfikac)i jest ciggle rozwijany zaréwno w literatwrze przedmiotu jak 1 w codzienne)
praktyce ubezpieczycieli. Wychodzac od praktyki ubezpieczeniowej. a nastepnie analizujgc
problemy poruszane w opracowaniach naukowych zauwazylam istotne prablemy zwizzane z

wykorzystywanymi modelamy GLM.

Problem 1. Zalozenie postaci rozkladu w mnodelu
Modcle GLM ograniczaja si¢ jedynie do rozkiadéw pochodzgcych z dyspersypne) rodziny
rozidadéw wykladniczych, Czgsto modelowane zmienne losowe we speiniajg tego zalozewa.

np. rozkiad hiczby szkod.

Problem 2. ekt vadmierne] liczby zer oraz efekt nadwueme) dyspersji

Dla liczby szkdd zaklada sie klasycznie rozktad Poissona. Jednak w portfelach
ubezpiéczeniowych wystepuje zazwyczaj maczna liczba ryzyk, dla ktérych nie wystapita 2adna
szkoda. Powstaje wiedy efekl nadmiernej liczby zer. Dodatkowo efekt ten powoduje efekt

nadmiernej dyspersji.




Problem 3. Zalozenie wezaleznodci ryzyk w porttelu
Oznacza to. iz zaklada sig niezalezno$é pomiedzy zniennymni losowymi (ryzykami). Zalozenie
to determinuje Klase modeli, ktéra mozua slosowac w procesie taryfikacji. W rzeczywistoscl

mozna zaobserwowal, iz czesto zalozene to nie jest w portfelu spelnione.

Problem 4. Czynnik meobserowalny i skladka a posterior

Czynniki njeobserwowalne powoduja najczeéeiej dodatkowy wzyost nadmiemej dyspessji.
Zaklada si¢ wtedy rozktad ujemny-dwaunianowy, a jeshi oba efekty wystepujy jednoczesnie -
rozklad ZINB (ang. zero-inflated negative-binonial). Oznacza to, 1z zmienna losowa
reprezentujgca czynnik nieobserwowalny przyjmuje rozkfad Gamma. Jednak przyjecie innego

rozitadu dla czynnka moze dawaé lepsze wyniki.

Problem 5. Wykorzystywanie zgromadzonych danych

Przy obecnym zaawansowaniu syvstemow bazodanowych ubezpieczycrele od lat gromadza duze
iloser danych, kiérych jednak nie wykorzystuja w pelni w taryfikacji. Mozna zauwazyé, ze
portfele ubezpicczeniowe majg raczej charakter przekrojowo-czasowy a nie jedynie

przekrojowy. Klienct zakladdw najezedciej odnawiajg swoje polisy w kolejnych latach.

Zdefiniowanie szczegdlowych celéw osiggnigcia naukowego

W oparcii 0 powyzsze spostrzezenia uzasadnioné jest rozszerzenie modeli GLM stosowanych
w zakladach ubezpieczel oraz modyfilkacje modeli mieszanych proponowanych w liferaturze
problemu a nie wdrozonych jeszcze w prakiyce. W zwigzkv z powyzszym w monografi

postawtono nastepujgce cele szezegdtowe:

Ce! pilerwszy: zaproponowaunie modyfikac)i modeli GLM gléwnie pod wzgledem zalozeni
odnosnie przyjmowanych rozkladéw oraz kopstrukcija stosowanych rozkladow -~ dotyczy
probleméw 1-2.

Cel drugi: wprowadzenie efektéw losowych do modeli GLM i uzasadnienie prze)$cia od
modeli GLM do modeli mieszanych ~ dotyczy probiemow 3-4.

Cel trzeci: zaproponowanie modeli mieszanych klasy HGLM oraz NLMM (ang. non-linear
mixed model) do taryfikacji uwzgledniajac specyfike j rozmiar gromadzonych danych -
dotyczy probleméw 3-5. . /




Cel cxwarty: opracowanie procedur estyrnacji w zaproponowanych modelach i pelma ich
implementacja w programie R pozwalajgca na bezposrednig aplikacje przez ubezpieczyciela —

dotyczy probiemow 3-5.

Monografia wskazana jako osiggniccie naukowe wychodzi na przeciw tak okreslonym celom.
Zasadniczo powyzsze cele majg charalaer glowule naukowy przyczyniajge si¢ moim zdaniem
do rozwoju modelowania statystycznego w analizowanyra obszarze. Jednak rezultaty maja
bezposrednie przetozeme na praktyke vbezpieczyciel. Realizacja tych celdw stanows autoyski

wklad w rozwdj naukowy oraz praktyczoy procesu taryfikacji.

Struktura monografii
Monografia skiada si¢ z 5 rozdzialdw a je) struktura wynika bezposrednio Z procedury

przeprowadzania taryfikacji.

Rozdzial pierwszy przedstawia ogélng koncepcjs rozszerzenia obecnego podejscia madeli
GLM w taryfikacji do stosowania modefi mieszanych. Aby to uzyskaé opisane zostaty dwa
zagadnienia poruszane w monografii: taryfikacja oraz wyznaczanie wartosci sktadki czystej dla
pojedynczego tyzyka. Uwage skupiono na zdefiniowanin pojeé ubezpieczeriowych oraz
odpowiadajgcych un pojed statystycznych w  celu ujednolicenia procesu taryfikacji
proponowanego w pracy, gdyz w literaturze przedmiotu autorzy stosuja ré6zng nomenkiature.
Szczegdlowo scharakleryzowanu pojecie ryzyka jako zodenne) Josowe) oraz pojecie wartodcet
skladla jako estymator wartosci oczekiwane] zmiennej losowej. Przedstawiono dwa mozliwe
podejscia w taryfikacji:
* podejscie dwumodelowe — stosuje si¢ model wartosei szkody oraz model czgstosci
szkéd,
* podejscie jednomodelowe — stosuje si¢ model faczne) wartoser szkéd.
W obu podejsciach opisano wykorzystywane w praktyce modele statystyczne poruszajgc
nastepujgee zagadnienia:
» czynuki ryzyka wystepujace w modelach oraz zwigzane z tym ctapy a priori 1 a
posteriori w taryfikacji,
= niezateznosé ryzyk w portfelu,
* charakterystyka danych,
* estymacja parametrow modeli,

« efekt nadmierne) dyspersji oraz nadmicrnej liczby zer.




Ponadto podjeto ternat celowosct zastosowarua modeli rmeszanych w procesie taryfikaci oraz
rozwazono problem danych wystepujacych w portfelach ubezpieczeniowych.

Tep {ragment pracy moznha podsumowaé wyodrgbnieniem probleméw (-3 opisanych
powyzey. Pozwoblo to dalej na realizacyg celow 1-4 poprzez 2zaproponowanie i

skonstruowanie modeli aptikowatnych w (aryfikac)).

1. Modele z efektami statymi
1.1, Nieliniowy model NLM (non-linear modely — ZIGP (zero-inflaed generalised
PoissonVZINB czestosci szkod z efektamni stalymi vwzgledniajacy jednoczesnie efekt
nadmieme] ticzby ryzyk bezszkodowych w porifely
1.2. Model GLM-ZA wartosci szkogdy z dodanymi ryzykamu bezszkodowyimi
{.3. Model GLM-CPOIS (compound Poisson) laczne) wartodei szkéd rozszerzajgcy

ziozony roziktad Tweedie (Poisson-Gamnma) o rmodelowania ryzyk bezszkodowych

2. Modele mieszane

2.1. zaleznoéei wystgpujace dla klastrow (dane przekrojowe)
2.1.1. Hierarchiczny roodet GLM (HGLM) w taryfikacji a prion
2.1.2. Nieliniowy model mieszany NLMM-ZIGP - rozszerzenie modelu z pkt. 1.1
2.1.3. Model HGLM-ZA - rozszerzenie modetu 2 pkt. 1.2
2.1.4. Model HGLM-CPOIS - rozszerzenie modelu 2 pkt. 1.3

2.2. zaleznosct wyslepujace w czasie (dane przekrojowe-czasowe)
2.2.t. Hierarchiczny model GLM (HGLM) w taryfikac)i a posteriori — uwzglednienie

indywidualnego czynnika nicobserowwalnego mierzonego przy pomocy liczby

szkéd w czasie

Rozdzial drugi zawiera opis rozkladéw prawdopodobienstwa zmiennych losowych majacych
zastosowanie w procesie taryfikacji. zaréwno w podejsciu dwumodelowym, jak 1 w podejsciu
Jednomodelowym. W pierwsze) kolejnosct omdwiono dyspersyjng rodzing rozkjaddw
wylladniczych (EDM) skupiajge sie na eksploatowang w praktyce podrodzing rozkiaddw
Tiweedie. Dalej scharakteryzowano zaawansowane rozktady liczby szkod, ktére nie naleza do
rodziny EDM. ale uwzgleduiaja efekty wystgpujagce w danych wykorzystywanych w
taryfikacji, opisane w rozdziale 1:

» cfekt nadwyzki warlodci zerowyceh - rozklad ZIP (zero-inflated Poisson).

* efekt nadmiernej dyspersji —rozktad NB, !



*  efekt nadwyzki wartoéei zerowych 1 efekt nadmieme;j dyspersji — ZIGP, ZINB.
Dodatkowo skonstruowano rozktad (ZA zero-adjustment) uwzgledniajacy warlosci zetowe,
majaey zastosowanie w todelowanin wartosci szkod dla ryzyka, np. w przypadku gdy nie jest
mana liczba szkdd. W ostatrue) czesci omowiono przypadek ziozopego rozkiadu Poissona
l[acznej wartosct szkod, ktory jest wykorzystywany w jednoraodelowej taryfikacii. Przyjmuje
sie wtedy zalozenie rozkiadu Gamma pojedyncze] wartosci szkody uzyskujgc przypadek
rozktadu Tweedie dla /<p<2 (ang. Tweedic compound Poisson disiribution).

W rozdziale 3 podj¢to tematyke dotyczacg same) metodologn zwigzane) z modelami
mieszanymi. Dane przekrojowo-czasowe, dane o struklurze klastrowej lub niekompletne
generuja zaleznosci, ktére wplywajg bezposrednio na konstrukcje modelu. Zignorowanie tego
faktu raoze prowadzi¢ do zafalszowanych wynikéw. Dobrym yozwigzaniern jest wykorzystanie
modelt mieszanych, w miejsce modeli z efektami statymi. Uwagg skupiono na medelach
welimowych, gdyz de facto (ytko taka klasa modeli znajduje zastosowanie w poruszanych
zagadnieniach ubezpieczeniowych. Populame modele tiniowe nie sg prawidiowe, chociazby ze
wzgledu na multiplikatywny charakter procesu taryfikacji.

Przedstawiono w kolejnosci poszczegdlne klasy modeli, jedyunie te, ktore dslej
zaproponowano do wykorzystania w taryfikacji. Rozwazansa rozpoczeto od dobrze znanveh
modelt:

1. Nielimowy mode) z efektami statymj (NLM),

2. Uogdlniony model lintowy 2z efektami statymi (GLM),

3. Uogdlniony model linjowy z efektami stalymi i modelowanym parametrem dyspersji
(DGLM).

Scharakleryzowano krétko wagwazmiejsze 2z punktu widzenia taryhkacyi elementy
modelowania: macierz wanancji-kowariancjt ¥ dla ryzyk {por. wzor (3.7)), funkcye wigzacs
(link function), offset, modelowanie parametru dyspersji. Opisano krétko metody estymacy
parametrow modeli i oruéwiono programistycme mozliwoécei estymacji w programie R.

Daley vozwazania kontynuowano podejmujgc tematyke modeli mieszanych. Omowiono

nastepujgce modele:

4, Nieliniowy mode) z efektami statymi i losowymi (NLMM),

5. Uogélmony model liniowy z efektami stalymy i losowymi (GLMM),

6. Hierarchiczny nogdlniooy mode) limowy z efektarni stalymi (HGLM).

Rozwazania rozszerzono (w poréwnania 2z GLM) o wyznaczenie brzegowej wartosci

oczekiwaney + wartaacji dla pojedynczego ryzyka oraz macierzy wanancji-kowarianc)i ‘V/(por.
Ao
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wzory poczawszy od (3.41)). Rozdzial kohczy obszerna czeéé dotyczaca metod estymacii
parametréow  modelu  mieszanego: ogdlne| metody brzegowe] wiarygodnosci oraz
hierarchicznego algorytmu [WSL. Opisano rowniez problemy zwigzane z implementac)a

komputerowa metod w programic R oraz, w koniecznych przypadkach, w programie SAS.

Rozdzial 4 poswigcono w calosei modelowaniu w procesie taryfikacyi. Punktem wyjscta byla
prezentacja obecney praktyki ubezpieczeniowe) 1 dale) wyznaczenie wzoru na skiadke czysta.
Przedstawiono w pierwsze] kolejnosci dwumodelowe podejicie stosujace modele GLM z
efektami stalymi: wartoser szkody oraz czestosci szkéd. Rozwazania zakonczono przykladem
empirycznym, w ktérym estymowano parametry modeli: GLM-1G (inverse-Gaussian) — model
wartosct szkody 1 GLM-POIS — model czestosel szkdd. W obliczeniach wykaorzystano
rzecrywiste danc z polskiego rynku ubezpieczeniowego.

Dalej podjeto tematyke uwzgledniania w tavyfikacji ryzyk bezszkodowych (nie
wystigpila zadna szkoda) istoinie wptywajgcych na wartosé skladki czyste) w grupach. W tym
celu skonstruowano model czestosci szkéd NLM-ZIGP bedaey rozszerzeniem popularnego
modelu ZIP uwzgledniajacego efekt nadmierne) liczby wartodel zerowych o parametr
modelujgey dyspersie. Model ten nie jest formalnie modelem GLM, dlatego tez dodatkowa
wyprowadzono funkcje wiarygodnosel bedaca podstawa do implementacji komputerowe)
modelu. Nastepnie podjeto tematyke modelowania wartasci  zerowych dla  ryzyk
bezszkodowych w modelu wartosci szkody, w ktdrym zalozono skounstruowany w rozdziale
2 rozklad ZA. Wyprowadzono warlo$é oczelawang oraz wariancje dla pojedynczego ryzvka.
a nastepnie — postac funkcji wiarygodnosci. Ze wzoru (4.29) widaé, ze estymacja parametrow
modelu sprowadza si¢ do szacowania dwich modeli — dla cz¢scy zerowej | czesci niezerowe).
Stagd implementacja komputerowa w R sprowadza si¢ do szacowania dwoch modeli GLM. Na
koncu zaprezentowano skonstruowane modele na przykladzie empirycznym.

W ostatnie) czesci rozdzialu rozwazono taryfikacje jednornodelowa, w  ktdre)
skonstruowano mode] lacznej wartosci szkody w dwéch przypadkach. Pierwszym przypadkiem
jest model GLM wykorzystujacy rozklad Tweedie jako przypadek zlozonego rozkiadu
Poissona (Poisson-Gamma), natomiast w drugim — wodel. w ktérym dodano nadwyzke
wartosci zerowych (ryzyk bezszkodowych) do rozkladu Poissona. Zdefiniowano sktadke czysty
oraz przedstawiono dziatanie modelu na przyldadzie wskazujgc na moztiwosei praktycznego

wdrozenia tego modelu.




W rozdziale 5 wprowadzono imodele wmieszane jako rozszerzenie modeli GLM. Istota
stosowania tych modeli jest uwzglednienie efektow wystepujacego w portfelach vyzyk, jakim
sa rdznego rodzaju zaleznosci. Zatozenhie niezaleznosci ryzyk okresla sie w literaturze mianem
zajozenia fundamentalnego w taryfikacji a priori jednak w praktyce tatwo znalezé sytuacje, w
ktorych ryzyka bedg zalezne (zob. opis 1 rysunki w roz. 1). Mozna powiedziec¢ wtedy, Ze portfe]
ryzyk ma strukture klastrowsg, gdzie wewnatrz klastra ryzyka sg zalezne. Przykiadowym
klastrem jest zbior ryzyk, ktérym przypisano ten sam region geograficzny. Jednym z narze¢dzi
stluzagcych do rmodelowania tych zaleznosci s3 modele mieszane. W monografii
zaproponowano zastosowanie modeli mieszanych dla portfeli o strukturze klastrowej,
wprowadzajac efekty losowe do modelt z efektami statymi. W tabeli | zawarto charakterystyke

efektow losowych w kontekscie taryfikacji.

Tabela 1. Charakterystyka losowego czymika ryzyka w taryfikacji

Przypadek Charakterystyka losowego Przykiad
ezynnika ryzyka
Taryfikacja
a priori i
Przypadek | Losowy czynnik ryzyka | Obszar geograficzny — ryzyka, ktérym jest
] uwzgledniajacy zaleznodet  w | przypisany ten sam obszar sg zalezne, a w
grupach danych wedtug | przeciwnym przypadku sg niezalezne
kategorii zmiennej
Przypadek | Czynnik losowy uwzgledniajgcy | W portfelu znajduje si¢ ryzyko (lub wigcej
2 zaleznoscl w grupach danych ryzyk), dla ktdrego wystapita wigcej niz
wedlug polis w porttetu jedna szkoda i w danych zarejestrowano
kitka pojedynczych szkod dla jednego
ryzyka
Przypadek | Czynnik losowy to czas W porttely, ktdry ma charakter
3 (kategorte to przekrojowo-czasowy grupa sklada sie z
okresy trwania polisy dla | pojedynczego ryzyka w  kolejnych
ryzyka) okresach
Przypadek | Losowy czynnik ryzyka, dla Marka pojazdu — w danych nie rejestruje
4 ktérego obserwuje si¢ jedynie sie  wszystlach  mozliwych  marek
czesé kategoril samochoddéw, zmienna posiada bardzo
wiele (kilka tysiecy) poziomdw
Taryfikacja
a posleriori
Czynnik losowy to identyfikator | Szacuje si¢ liczbe szkdd dla pojedynczego
ryzyka w danych przekrojowo- | ryzyka w kolejnym okresie na podstawie
czasowych historii szkodowosci, co stuzy pomiarowi
czynnika nieobserwowalnego, np.
sklonnosci kierowey do szybkie; jazdy

1 e
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[stotnvmm  problemera w  wykorzvstywaniu modeli mrieszanych jest estymacja
parammeuydw. Dla klasycznych modeli taryfikacyyjnych GLM bezposrednie zastosowanie
znajduje imetoda najwigkszej wiarygodnodel. Jednak w sytuacji, gdy konstrunje sie model
mieszany me mozna wskazal jedsoznacznie metody estymac)i. W literaturze przedmiotu
zaproponowano wiele réznorodnych isetod, zaréwno w podejsciu klasycznym jak 1 w podejsciu
bavesowskim. Specyhka zagadnienia tarylikacji. jak rownmiez obecna praktyka zakiaddw
ubezpieczen stosujacych modele GLM sklama do tego. aby w przypadku portfeli o
shrukturze klastrowej stosowaé modele HGLM wylkorzysiujgc w estymac)i rozszerzong
wiarygodonsé (ang. exiended likelihood). Ponadto model HGLM pozwala na modelowanie
nieobserwowalnych czynnilcdw ryzyka istomych np. w modetach wiarygodnoséci. Niniejsza

praca proponujc nowatorskie i tworcze zastosowanie modelu HGLM w taryfikacji.

W prerwsze) czeser rozdziahu skonstruowano model HGLM dla portfeli o strukturze klastrowe;j
przy zalozeniv yozktadu Tweedie. W zaleznodcl od warloscl parametru p moze on shizyé do
modelowania liczby szkéd, $rednie) wartosci szkody czy igcmej wartosci szkody dla
pojedynczego ryzyka:

* p=1 - model HGLM 2z warunkowym rozlkiadery Poissona - mieszany model ¢zestoscl
szkod dla rvzvka majacy zastosowanic w dwumodelowe) taryfikacji a priort,

*» 1<p<? - model HGLM 2z warunkowym rozldadem Tweedie (w sensie zlozonego
rozkladu Poissona) - mieszany model laczmej wartosel szkod dla ryzyka majacy
zastosowanie w jednomodelowe) taryfikacji a priori.

* p=2 - model HGLM z warunkowym rozkladem gawmrpa - mieszany model wartosci
szkody dla ryzyka majacy zastosowanie w dwumodelowej taryfikac)i a prion,

* =3 - mode! HGLM z waruakowym rozktadem odwréconym-nomalnym - rpieszany
model warto$ci szkody d)a ryzyka majgey zastosowanie w dwumodelowej taryfikacji a
priori.

Ponadto przedstawiono model GLMM-Tweedie zaczerpniety z literatury przedmiioty. jednak
rozpatrywany jako specyficzny przypadek modelu HGLM.

W dalszej czesei skonstruowano wmodele czgstosel szkdd NLMM-ZIGP oraz wartosci
szkody HGLM-ZA 2z uwzglednieniem nadwyzki ryzyk bezszkodowych wykorzystuge
analogiczne modele z efektam statymu omawiane w rozdziale 4. Zaimplementowang metode
estymac)i modelu NLMM w programie SAS. Dalej rozwazono model mieszany HGLM-
CPOIS do tarvfikacji jednomodelowej wraz z implementacja w programie R.

f
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Istotng czescig taryfikacji jest wyznaczenie sktadki czyste] rozumianej jako pewna
warto$é oczekiwana. Dlatego tez dla kazdego propounowanego modelu mieszanego
wyprowadzono: wartosé oczekiwang wanunkows oraz warlos¢ oczekiwang brzegows dla
ryzyka jak rowniez macierz wariancji-kowariancji obrazujacg zaleznosci wystepujace portfetu.
Szczegbtowe obliczenia dla réznych przypadkéw zawarto w Dodatku.

W ostatniej czedci rozdziatu skupiono sie na eksploatowanym w aktuariacie
zagadnieniv Zwigzanemu z teorig wiarygodnoSci, jakim jest taryfikacja a posteriori § sktadka
a posteriort. Jak wsporuniano w rozdziale |, na warto$¢ sktadki czystej dia pojedynczego
ryzyka, poza czynnikami obserwowalnymi, wplywa takze indywidualny czynnik
nieobserwowalny. Przykiadem jest ubezpieczenie komunikacyjne, w ktérym czynnik
nicobserwowalny jest utozsamiany 2z indywidualnymi cechami kierowcy (osoby
ubezpieczajace) sie) wplywajacymi na szkodowosé danego ryzyka. Jako, iz czynnik ten jest
nicobserwowalny, jest traktowany jako realizacja zmienne] losowej o z gory zadanym
rozktadzie prawdopodobieastwa. Tradycyjnie w taryfkacji indywidualny czynnik
nieobserowalny jest uwzgledniany w modelowaniu liczby szkéd. Na wstepnie rozwazono
szeroko omawiane w lileraturze zagadnienie mieszaniny Poisson rozldadéw (ang. mixed
Poisson) pozwalajgce] na uwzglednienie czynnika nieobserwowalnego w portfetu z danywmi
przekrojowymi. Wychodzac od tego podejécia zaproponowano modele HGLM i NLMM
bazujgce na danych przekrojowo-czasowych. W modelach tych indywidualny czynnik
nieobserwowalny jest mierzony poprzez obserwacje liczby szkdd w kolejnych okresach
trwania polisy. Zauwazono, ze modele te mozna potraktowal jako pewien specyficzny
przypadek modelu mieszanego dla danych o strukturze klastrowej (por. Tab. 5.1). Podobnie jak
wyze] rozpatrywano efekty ZI oraz nadmiernej dyspersji dla liczby szkdd przechodzac do
rozkladu ZIP/Z1GP. Podobnie jak w przypadku modeli wezesniejszych, wyprowadzono wzory
na brzegowsa wartos¢ oczekiwang, waritancje oraz kowariancje ryzyk. Wskazano wmetode
estvmacji parametré4w modelu oraz sposdb implementacji komputerowej modelu w programie
R lub w przypadkuy, gdy nie byto to mozliwe, w programie SAS. Wyznaczono sktadke czysta
w podejsciu dwumodelowym oraz jednomodelowvm. W celu zobrazowama dziatania modeli

pokazano przykiady empiryczne na rzeczywistych danych.

Dodatek A - wyprowadzenia

Zawiera wyprowadzenia wzorow oraz uwagi techniczne,




Dodatek B - opis portfeli ubezpieczeniowych

W przykladach wykorzystano dwa portfele polis pochodzace z polskiego rynku
ubezpleczentiowego, oznaczane jednolicie w cale) pracy jako danePL oraz danePLpanel.
Jeden postfel zawiera dane w ukfadzie przekrojowym, natomiast drugi dane w ukladzie

przekrojowo-czasowym. Dodatek zawiera szczegdlowy opis danych.

Kod programu R dosi¢pay na stronie internetowej bty veloiie fatmeice plwoulis wocelu

lepszego zrozwmienta konstruowanych modeli oraz popularyzacje vzyskanych wynikow.

W estymacji parameiréw wigkszosci modeli zastosowano program komputerowy R.
Wyjgtkiem jest model klasy NLMM z zalozerwem rozldadu ZIGP, dla ktorego wykorzystano
progtaim SAS. W wigkszoder przypadkéw zostaly uzyte funkcje z yéznoradnych pakietow
programu R. jednak pewne nowe zastosowania wymagaly przeprowadzema implementacji
komputerowe) metody estymacji opartej na h-wiarygodnosei (por. Lee and Nelder, 2006, str.
180-220).

Uzyskane rezullaty
W nonografii zrealizowalam postawione cele 1-4 2 co za tym idzje w duzym stopaiu
rozwiazalam zidentyfikowane problemy 1-5. Poza giéwnymi celami, w pracy podjefam wiele
mnejszych zagadnien. ktore wyniknely w trakcie prac zarowno merytorycznych jak rowntez
prograrystycznych. Podsumownjac, jako najwazniejsze rezultaty uzyskane w monografii oraz
stanowigce mo) wklad w rozwdj nauk ekonomicznych w dyscyplinie finanse wskazuj¢:
¥ propozycje wykorzystania modeli mieszanych w procesie taryfikacji i szacowaniu
sktadki czystej w ubezpicczeniach niezyciowych wraz z obszemym uzasadnieniem,
> konstrukcje wodeli klasy HGLM oraz NLMM § opracowanie metod estymacii
parametrdw dia porifeli o strukturze klasuowe;,
» konstukeje modeli klasy HGLM oraz NLMM 1 opracowanie metod estymaci

parametrow z nwzglednieniem indywidualnego nicobserwowalnego czynnika ryzyka,

v

implementacj¢ komputerowa powyzszych metod estymacji oraz opracowanie
przykiadéw empirycznych dzialania skonstuowanych modelh dla  porstfeli
ubezpieczeniowych pochodzgeych od ubezpieczyciela dziatajacego na rynku polskim,
» liczne wyprowadzenia analityczne na potrzeby wyznaczania sktadki czystej takie jak

postaé rozkladu ZA czy odpowiednie charakterystyki zmiennej losowe],
L

> systematyzacfe procesu taryfikacji w oparciu o: \
U
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o rozwigzanja stosowanc w zaktadach ubezpieczen,

o wlasue propozycje odnosnie zdefiuiowanych probleméw 1-5,

o literature Swiatows 2 wielu dziedzin nauki, w ktdrych obserwowane sg podobne

zjawiska (np. modelowanie zaleznosci).

Czeéé rezultatéw pracy nad monografia zawarlam w pakiecie programu R zaakceptowanym i
umieszczonym w repozytorium CRAN pod nazwa {insuranceData} (por. hupaiiicim i
rojeciore packadse=iasuranceDam).  Pakiet  zawiera zbior portfell ubezpieczeniowych
analizowanych w monografii oraz portfele udostgpnione przez autoréw w innych pracach z
obszaru faryfikacji. Dzcki temu vezultaty znmajduja bezposredniz aplikacje w praktyce

ubezpieczeniowe], jako rozwinigcie modeli stosowanych obecnie.

5. Omoéwienie pozostatych osiggnieé¢ naukowo — badawczych

W trakeie studiow matematycznych zaczelamm interesowad sig¢ nowatorsknnmi w latach
dziewigldziesigtych réznorodnymi zagadnieniami z zakresu metod aktuaralnych. Bedgc
stuchaczema Letniej Szkoly Nauk Aktuartalnych przy WNE Uniwersytetu Warszawskiego
poznalam podsiawy ubezpieczen Zzyciowych, ubezpieczen niezyciowych oraz wmatematyki
finansowej. Szczegdlne nioje zainteresowanie wzbudzilo zagadnienie z dziedziny finansow
ubezpieczycieli, jakim sg rezerwy techuiczno-ubezpieczeniowe. W efekceie zgigbiania moje)
wiedzy moj3 uwage skierowalam na problem wymaczanja tzw. rezerwy szkodowej. W
Jiteratuyze przedmiotu zaproponowano wiele metod statystyczoych pozwalajacych pa
szacowanie jej poziomu, jednak z praktycznego puunktu widzenia nieznana jest ,.optymalna’
metoda, ktdrg moglby stosowaé ubezpieczyciel. Zatem po zatrudnieniu sie na Akademil
Ekonomicznej w Katowicach rozpoczetam prace nad doktoratem o tej tematyce uwzgledniajac
istotny wplyw poziomb tej rezerwy na gospodarke finansowg zakladu ubezpieczes. W
trakcic trwanta maich badai opracowatamn pewien model wielokryterialay pozwalajgcy na
wybdr warlosci rezerwy szkodowej z przedzialu wyznaczonego na podstawie estymatorow
rezerwy otrzymywanych réznymi metodamu statystyczayrai. Ostateczng decyzje o wartosci
rezerwy szkodowej decydent podejmowal w oparciu o system wskazmkéw finansowych

zekladdw ubezpieczen!. Wyniki moich badan znalazhy uzoanie i wzietam udzial w grancie pt.

' W okresie moich prac nad modclem wyzmaczama rezerwy szkodowe) polska wyldadnia prawoa poxwalata
2aldadom ubezpieczen ua stosowanie jedynic jednej okreslonej metody kalkulacji rezerwy szkodowej (np.
determunistycznie). Obecnie jedrak. w wyniku uregulowan Solvency 1/, stosuje sie zasade Best Estimpie. kibrej

idea bazuje na wyborze najlepszego estymatora rezerwy. f.\ )
/
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~Metody wielokryterialne na polskim rynku tinansowym” finansowanym przez Ministerstwo
Naukj 1 Szkotnictwa Wyzszego w latach 2002-2005.

Po dokioracie moja uvwage zwrocit kolejny problem z dziedziny finanséw
ubezpieczyciell, jakim jest wyznaczanie skladki dla pojedynczego ryzyka. Badania
zawezilamn do problemu szacowania (w sensie statystycznym) skiadki czystej dta pojedynczego
rvzyka w masowym portfelu ubezpieczed niezyciowych oraz zwiazanego z (ym bezposrednio
procesu taryfikac)i. Dlatego tez moje prace podazyly zjednej stvony w kierunku analizy procesu
tarytikacji, a z drugiej strony w lderunku zaawansowanego modelowania statystyczoego
agolnie (nie jedynie w zakyesie taryfikacji). W wyniku analiz zauwazylam, iz wiele innych
modeli, niz tylko stosowanych w praktyce modeli GLM, moze byé uzytecznych w tym
zagadnerbu oraz. ze cz¢§é tych modeli zoajduje zastosowanie w szacowaniu rezerwy
szkodowej. Moje propozycje zwiazane z modelowantemn zaleznosci 1 wykorzystaniem modeli
mieszapych klasy HGLM w taryfikacji zyskaly pozytywnie przyjete przez eksperiéw )
uzyskalam na rozwd) tej temaryki indywidualny projekt badawczy pt. ..Proces kalkulacji stép
taryf z =zastosowaniem hievarchicznych uogdlnionych modeli linlowych w  zakladach
ubezpieczen majgtkowyeh” finansowany przez Narodowe Centrurn Navki w latach 2011-2014.
Rezultaty moich badan w tyro temacie zawartam w monografii wskazanej jako osiggniecie
naukowe. Ponadlo w trakcie moich. weigz trwajacych, prac badawczych po doktoracie powsta)
szeveg artykvtow, kiére mozna sklasyfikowaé wedhug kryterium poruszave] tematyki
ubezpieczeniowe) oraz modelowania statystycznego. Ponizsze zestawienic zawiera
najwaznie|sze pozycje.

1. Zagadnienia zwigzane z taryfikacjg oraz szacowaniera skiadki czyste):
1.1. modelowanie zaleznosci pomiedzy liczbg szkdd a Srednig wartoscig szkody dla ryzyka
z wykorzystaniem dwuwumiarowej kopuh, modelowanje zalezoosci pomigdzy LOB-
ami (line-gf-husiness) z wykorzystamem kopuli, symulacyjne wyznaczanie skladki
czystej, symulacvine wyznaczanie skladki kwantylowe)
o Wolny-Dominiak A. (2016) The copula-based towal claim amount regression model with an

urnobserved risk tactor, Przeglgd Starysrvezny LXIU (3), 309-327.

«  Wolny-Domuinzk A. Wanat S. (2016) Taryfikacja a priornt z wykorzystatiem kopufi, Prace
Naukowe Uniwersytefu Ekonomicznegn we Wroclawiy 415, 258-265.

s Wolny-Dominiak A. Waaat S. (2015) Total claims amount mode! using longitudinal data,
Proceedings of the 10th Actuarial Science in Theory ansd In Practice conference, University
of Economics in Bratislava, 19/-200.

].2. regresja kwantylowa w taryfikacyi N
!
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«  Wolny-Dominiak A. Trzpiot G. (20]3) GLM and quantile regression models in a priori
rateaking, hisurance Review 4, 50-57.

»  Woalny-Dominiak A. and Studnie J. (2013). Estimation of claim counis gquantiles,
Proceedings of the 7th Professor Aleksander Zelias Duernational Conference on Modelling
and Forecasting of Socio~Economic Pheniomena, Foundation of the Cracow University of
Economics, 206-214.

1.3. efekty ZI, ZA w modelach nieliniowych z efektami statymi

s Wolny-Dominiak A. (2013) Zero-inflated claim count modeling and testing — a case study,
Ekonometria | (39), 144-151.

e  Wolny-Dominiak, A. (2013) A Scorc Test for Zero-adjusted Effect in Clasim Seventy
Modeling, Proceedings of the 28" Intevnational Workshop on Statistical Modelling,
Springer volume 2, Universita di Palermo , 819-822.

1.4, estymacja modelu mieszanego Poissona metodg EM (Expectation-Maximmzation)

o  Trzgsiok M. Wolny-Dominiak A. (2015) Zlozony mieszany rozktad Poissona -
zastosowaaia ubezpicczeniowe, Studia Ekonomiczne 227/15, 85-95,

s  Wolny-Dominiak A. Trzgsiok M. (2016). MixedPoisson: Mixed Poisson Models. R
package version 2.0. bttps://CRAN R-project.org/package=MixedPoisson.

1.5. modelowanie w taryfikacji

e  Wolny-Dominiak A. (20(4) lednomodelowa taryfikacja a priori w krotkoterminawych
ubezpieczeniach majgtkowych, Kkonometria 46, 3442,

»  Woly-Dominiak A. (2013) Modeting claim severity via b-likelihood, Proceedings of 31"
International Conference Muathematical Methods in Economics, College of Polytechnics
Jihlava, Czech Republic, 1028-1035.

«  Wolny-Dominiak A. (2011) Szacowanie stép taryf w ubezpieczeniach majatkowych z
wylorzystaniem modeluv FIGLM, Mnsurance Study, Research Paper of Poznan University of
Econonzics 182, 318-328.

«  Wolny-Domunialk A. (2011) Apaliza poréwnawcza modeli mieszanych szacowania siop
taryf w ubezpieczeniach majgtkowych z wykorzystaniern kroswalidacyi, Actuarial Jssues —
Theory ond Practice, Research Papers of Wroclaw University of Economics 207, 229-238.

«  Woloy-Domigiak A. (2012) Raoking and classilication of autornobile insurance policies
according to the number of claims, Mathematical Economics 8(15), 147-158.

Zagadnienia zwigzane z szacowanie rezerwy szkodowej

»  Wolny-Dominiak A. (2016) Bootstrap Mean Squared Error of Prediction in Loss Reserving,
Contemporary Trends and Challenges in Finance — Proceedings from the 2nd hiternational
Conference in Finance, Wroclaw, Series: Springer Proceedings in Business and Economics,
/in priav/.




»  Wolny-Domiaiak A. (2014) Loss reserving using growth curve modeling, Proce
Nankowe Uniwersulety Ekonomicznego we Wroclawiu 342, Ubezpieczema wobec
wyzwan X X1 wieku”, red. Wanda Ronka-Chmielowiec, 351-338.

»  Woliny-Dominiak A. (2014) Zmodyfikowana regresja logarytmiczno-normnalna w
szacowaniu rezerwy szkodowey, Studia Ekonomiczne 181, 220-234.

3. Zagadnienia zwiazanie z rozwigzaniami mformatycznymi w programie R

3.1. pakiet {MixedPoisson} (por. ' o)
zawiera [unkcje stuzace do estymacji parametréw mieszanego modelu Poissona za pomocy
metody EM wykorzystujac calkowanie numeryczne kwadraturg Gaussa-Laguerra

3.2. zastosowania prograrou komputerowego R w analizach przesuzennych.

Podsamowujac, poza maonografia wskazang w osiggnicciu nankowym, do swojego dorobku
po uzyskaniu stopnia doktora zaliczamn w szczegdlooéer:
* samodzielne autorsiwo w ponad 2! artykulach w czasopismach oraz 6 rozdziatéw w
monografiach 1 materialach konferencyjnych.
* wspolautorstwo 10 artykuléw w czasopismach oraz 7 rozdzialdbw w malerialach
konferencyinych, w ktorych bytam wiodacym autorem pod wzgledem koncepeyvinym
Jak réwniez edycyjnyin,
*  wspétautorstwo 2 paldetow statystycznych programu komputerowego R, w ktérych
bylam wiodgcym autorem pod wzgledem koncepeyjnym, merytorycznym. technicznyin

1 edycyjnym.

Ponadto realizowalam po doktoracie:
« {0 podternatéw w ramach badan statutowych
* 4 tematy w ramach badan wilasnych

*  dwa granty naukowe: jako kicrownik grantu (jeden), wykonawca (jeden)

Bralam vndzial jako referent w 20 konferencjach migdzynarodowych (veferaty gidwmie w jezyku
angtelskam) oraz 20 ogodinokrajowych (referaty w jezyku polskim).
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